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Nekomutativni prostori obecavajuéi su kandidati za opis fizike na Planckovoj skali, gdje se iz

generalnih fizikalnih razloga ocekuje znacajna modifikacija prostorvremena.

Oni imaju ¢vrsto

matematicko uporiste te predstavljaju veoma novo i zivo podrudje istrazivanja. Fokusirajuéi se na
Moyalov i k-Minkowski prostor, najjednostavnije primjere nekomutativnih prostora, pokazujemo

osnove algebarskog pristupa fizici na njima.
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I. UVOD
A. DMotivacija i povijesni pregled

Interes za nekomutativne prostore u fizici prvi put se
javio kao rjesenje problema divergencija u kvantnoj teoriji
polja. Ideja nekomutativnosti kao realizacije odredene
granularnosti prostora koja istodobno ne narusava Lo-
rentz invarijantnost vjerojatno potjece od Heisenberga, a
prvi je rad na tu temu objavio Snyder 1947. [I]. Buduéi
da su uzroci divergencija interakcije koje predstavljamo
mnozenjem operatora u nekoj tocki, Snyder je izlaz ponu-
dio kao razmazivanje te tocke na analogan nacin kao Sto
to nekomutativnost koordinata i momenata Cini tockama
u kvantnom faznom prostoru. Ipak, simultani razvoj
veoma uspjesne metode renormalizacije bacio je ovakve

ideje u zaborav na malo manje od pola stolje¢a, kada je
nekomutativnost otkrivena kao odreden limes u teoriji
struna. Seiberg i Witten 1999. objavljuju veoma detaljnu
i utjecajnu analizu [4] gdje koordinate krajeva otvorenih
struna u prisutstvu konstantnog Kolb-Ramondovog po-
lja spojenih na D-brane postaju nekomutativne u limesu
efektivne teorije polja, sto nekomutativne prostore vraca
u fokus istrazivanja gdje ostaju do danas.

Osim eksplicitnog predvidanja teorije struna, postoji i
generalni, poluklasi¢ni argument za nuznost modifikacije
strukture prostora na kvantnogravitacijskim skalama koje
odgovaraju Planckovoj duljini, I, = \/hG/c3 ~ 10733 cm.
Ukratko, energija potrebna za istrazivanje prostora na
tim skalama nuzno bi stvorila mikroskopsku crnu rupu,
sto bi znacilo da je mjerenje postalo nemoguce [2] 3] [5].
Doplicher, Fredenhagen i Roberts su 1995. pokazali [6] da
je nekomutativnost konzistentno rjesenje ovog problema,
s nesigurnostima oblika

ARHAGY > 12 (1)

koje mozemo realizirati nekomutativnom algebrom
opc¢enitog oblika

.21 = o (2) o
lp

Treba napomenuti da se ova nekomutativnost nije jos
uspijela povezati s gravitacijom u smislu da je odredena
njome na nekakav dinamicki nacin. Istrazivanje se za-
sad fokusira na konstrukcijama teorija polja na ovakvim
prostorima, s nekomutativnosti kao kvantnogravitacijskim
efektom ili pozadinom.

Osim fizike, nekomutativni prostori prirodno zaokupi-
raju interes matematicke zajednice jos od osamdesetih i
rada Alaina Connesa koji se nastavio do danas. Elabori-
rat ¢emo neke od matematickih motivacija kad uvedemo
nekoliko potrebnih pojmova. Spomenimo jos i da je ne-
komutativnost povezana i s tzv. dvostruko-specijalnom
relativnosti, gdje osim maksimalne brzine postoji i mini-
malna udaljenost.

B. Struktura rada

Rad je strukturiran na idu¢i nacin. U prvoj sekciji
uvodimo pojmove algebre, koalgebre i modula, potrebnih



za definiciju glavnog alata kojeg koriste stru¢njaci u ovom
podrucju, Hopfovih algebri. Budué¢i da smo ovime do
na neke tehnikalije uveli dovoljno pojmova, prokomen-
tirat ¢emo odredene teoreme koji nam opravdavaju da
pricamo o nekomutativnom prostoru, iako u ovom pros-
toru zapravo ne postoje tocke. Zatim ¢emo u drugoj
sekciji detaljno prouciti svojstva najjednostavnijeg pri-
mjera, Moyalovog prostora, na kojem ¢emo pokazati kako
uvesti x-produkt, zakretanje i kako nac¢i deformaciju Poin-
caréove algebre koja ¢e na taj prostor djelovati. U trecem
poglavlju uvodimo drugi tip deformacije, xk-Minkowski,
u kojem se susreé¢emo s problemima pri definiciji teorije
polja. U zadnjem poglavlju komentiramo kako postupati
s opcenitijim deformacijama, susreéemo jednu posljedicu
invarijantnosti na deformirane Lorentzove transformacije
te komentiramo kako uvesti i jo$ opcenitije deformacije
poput neasocijativnih “prostora”.

II. ALGEBRA I GEOMETRIJA

U ovom dijelu izlazemo osnovne definicije potrebne
za uvodenje Hopfovih algebri, moénog i veé standard-
nog matematickog alata ovog podrucja koji je u stanju
opisati i teorije grupa i Liejevih algebri kao specijalne
slucajeve. Citatelja upucujemo i na standardnu referencu
[9]. Takoder ¢emo prokomentirati skicu dualnosti geome-
trije i algebre. Ova dualnost opravdava algebarski pristup
kakvim prilazimo nekomutativnoj geometriji.

A. (Ko)algebre

Kreéemo definicijom algebre i koalgebre te njihovih dje-
lovanja na druge (ko)algebre. U idué¢em, A, B su vektorski
prostori nad poljem k karakteristike nula.

Definicija 1. Algebra je trojka (A,m,n) gdje su m :
A A — Ain:k — A linearne mape koje zovemo
multiplikacijom (ili produktom) odnosno jedinicom. One
zadovoljavaju relacije

mo (m® id) =mo (id®m)
mo (n®id) =mo (id®n) = id

(asocijativnost)

(jedinica)

Primjetimo da smo zapravo definirali asocijativnu uni-
talnu algebru jer ¢emo se samo takvima baviti. Cesto
multiplikaciju ozna¢avamo simbolom izmedu dvaju obje-
kata algebre ili nikako. Definicija koalgebre je dualna
definiciji algebre, u smislu da se sve strelice obrnu i do-
daju prefiksi ko-.

Definicija 2. Koalgebra je trojka (IC, A €) gdje su A :
K—=> KK ie: K — k linecarne mape koje zovemo
komultiplikacijom (ili koproduktom) odnosno kojedinicom.
One zadovoljavaju relacije

(A®id)o A= (id® A)o A (koasocijativnost)

(e®id)o A= (id®e)oA=1id (kojedinica)

Tekst definicije je isti do na prethodnu opasku. Pojam
algebre je otprije poznat stoga pogledajmo jedan primjer
koalgebre.

Primjer IL.1. Prostor k¢ funkcija nad grupom G je
koalgebra uz komultiplikaciju A(f)(g1,92) = f(g192) ©
kojedinicu e(f) = f(1g), gdje je f € kS, g1,92,1g € G i
lg jedinica grupe.

Primjetimo da je ovaj primjer zapravo dualno upari-
vanje koalgebre funkcija i algebre grupe. Dualno upa-
rivanje je mapa (_,_) : G* x G — k tako da imamo
(A(f), 91 ® g2) = (f,9192) 1 €(f) = (f,1g). Slican pri-
mjer je i uparivanje bra i ket-a medutim ovdje treba ima
dodatnih pravila jer treba postivati i danu (ko)algebarsku
strukturu.

Prije prelaska na Hopfove algebre, definirat ¢emo i
djelovanje algebre

Definicija 3. Lijevo djelovangje (ili reprezentacija)
algebre A na vektorski prostor V' je linearna mapa _1> _ :
ARV =V takva da

(ara2)>v =ai;>(ag>v), 1lpv=w
za ay,a2 € A iv € V. Tada V nazivamo lijevim A-
modulom, a A lijevim modulom nad V.

Jedan od najjednostavnijih primjera je adjungirano
djelovanje grupe, h > g = Adpg = hgh™' za neki g iz
grupe i h iz recimo neke podgrupe.

B. Dualnost geometrije i algebre

Sad kad smo se prisjetili $to su to algebre i moduli,
dat éemo Sto sturije moguce iskaz dvaju teorema koji
pokazuju odredenu ekvivalenciju algebre s geometrijom.
Postoje i elementarni primjeri: skup polinoma odreduje
zajednicki skup nultocaka, a ima algebarsku strukturu.
S druge strane, geometrija odnosno neki skup tocaka
odreduje skup polinoma kojima su to nultocke.

Prvo dualnost samog prostora s algebrom. Svaki Ha-
usdorffov topologki prostor ima jednu bogomdanu pri-
druzenu komutativnu algebru, algebru neprekidnih kom-
pleksnih funkcija nad njim. Takve algebre mozemo gledati
kao komutativni slucaj C*-algebre, koja je takoder kom-
pleksna algebra, no ujedno i Banachov prostor (normiran
i potpun) s involucijom “x” koja je antihomomorfizam,
odnosno (xy)* = y*z* za x,y iz algebre. Ova “kom-
pleksna konjugacija” treba biti kompatibilna s normom,
|z*|| = ||lz||>. Medutim, postoji i obrat, koji kaze da
svaka komutativna algebra odreduje topoloski prostor, ko-
jemu je ona opet algebra kompleksnih funkcija. Toénije:

Teorem II.1 (Gelfand-Naimark). Neka je A komuta-
tivna C*-algebra. Tada je v : A — C°(X(A)) izometricni
x-izomorfizam. X (A) je lokalno kompaktni Hausdor{fov
topoloski prostor neiscezavajucéih kompleksnih homomorfi-
zama X : A — C.



Sam Gelfandov homomorfizam dan je s y(a)(x) = x(a),
zaa € Aix € X(A). Detalji dokaza su u [8] i [7]. Dakle,
svaka takva algebra odreduje prostor kojemu je ona do
na izomorfizam algebra kompleksnih funkcija.

Osim ovog treba spomenuti i slicnu dualnost struk-
tura nad mnogostrukostima, jer one opisuju fiziku. Ako
gledamo F — X vektorski svezanj nad glatkom mnogos-
trukosti X, tada vrijedi

Teorem I1.2 (Serre-Swan). Vektorski sveznjevi nad X su
u bijekciji s konacno generiranim projektivnim modulima
nad C*°(X) do na klase izomorfizama.

Dokaz, tehnicki detalji i jos mnogo ovakvih rezultata
nalazi se u [10]. Naravno, pitanje je Sto se dogada kad
radimo s nekomutativnim algebrama? Tada nemamo vise
jasnu geometrijsku sliku jer nemamo pojam tocke, ona
algebarska medutim ostaje. Zato ipak govorimo o neko-
mutativnim prostorima. Pogotovo jer veéinu smatramo
deformacijom obi¢nih prostora.

C. Hopfove algebre

Nastavljamo s najbitnijom matematikom, definicijom
bialgebre i Hopfove algebre:

Definicija 4. Bialgebra B je istodobno algebra i koal-
gebra. Kompatibilnost trazi

A(ab) = A(a)A(D), A1) =11
e(ab) = e(a)e(b), e(1) =1

za svaki a,b € B. Hopfova algebra H je bialgebra s an-
tipodom, linearnom mapom S : H — H koja zadovoljava

m0(5®id)®A=mO(id®S)®A:noe.

Upravo se struktura Hopfovih algebri javlja u radu s
nekomutativnim prostorima pri promatranju simetrija,
na primjer deformacija Poincaréove algebre. Algebarski
aspekt je jasan od prije, dok koalgebarski dio zapravo
odreduje deformaciju Leibnitzovog pravila. Naime, ako
zelimo raditi s nekom algebrom A koja je lijevi H-modul,
moramo dodati kompatibilnost s koalgebarskom struktu-
rom:

h>(ab) =mo (A(h) (>®>) (a ® b)) (3)

U ovakvoj notaciji je teze vidjeti sto se trazi, pa uvodimo
Sweedlerovu notaciju, gdje je

Ah) =" ha)y @ ) (4)

U znaku sumacije se radi jednostavnosti izbjegavaju in-
deksi. Sad prethodni izraz glasi:

ho-(ab) = (b > a) (hez) > D) (5)

Osim njega trazimo i h>1 = e(h)1. Uzmimo na pri-
mjer nedeformirane generatore translacija P* Poincaréove
grupe P. Njihov koalgebarski sektor dan je s

A(PH) = PF14+1QP*, ¢(P*) =0, S(P*) = —P" (6)

i sad vidimo da upravo ovakav koprodukt daje Leibnit-
zovo pravilo

P*p(ab) = (P*pa)(1b) + (1> a)(P*>b)
= (P*>a)b+ a(P*>b) (7)

a ocekujemo da P* djeluje kao derivacija.

Isti koalgebarski sektor oc¢ekivano imaju i M*¥. Toc¢no
ovakva koalgebarska struktura naziva se primitivnom.
Lako je pokazati da u ovom slucaju vrijedi A ([a,b]) =
[a,b] ® 1 + 1 ® [a, b], $to znadi da svaku Liejevu algebru
mozemo gledati kao posebni slucaj Hopfove. Takoder
treba spomenuti da ¢emo raditi s tzv. univerzalnom
omotackom algebrom U(P) koja je slobodna tenzorska
algebra generirana elementima P do na komutacijske re-
lacije. To radimo zato da mozemo konzistentno raditi s
tenzorskim produktima, a i definirati zakretanje.

III. MOYALOV PROSTOR
A. Definicija

Najjednostavnija deformacija je kanonska deformacija
dana relacijama

[#,8"] = io" (8)

s realnim, konstantnim antisimetri¢cnim tenzorom 6+.
Ovo definira Moyalov prostor. Zabrinjavajuce je ipak
$to ovo nije Lorentz invarijantno, no samo ako naivno
oc¢ekujemo da se nekomutativni Z* transformiraju na
poznat nacin. Pokazat ¢emo suprotno.

Prva stvar za primijetiti je da se ovdje radi o nekomu-
tativnoj algebri razapetoj umnoscima oblika £/ - .- 2t
(nazovimo ju A;z) i da bi na nju trebala djelovati deformi-
rana Poincaréova algebra. Umjesto da radimo s poljem
k = C, mozemo sve definirati nad formalnim redovima
k[[A]] u nekom parametru A, koji oznacava karakteristi¢nu
duljinu deformacije, tj. Planckovu skalu. Ako formalno
uzmemo A — 0, trebamo dobiti prostor Minkowskog, uz
o =0 ()\2). Ovime takoder pitanja konvergencije redova
“guramo pod tepih”.

B. x-produkt

Zbog nekomutativnosti ne mozemo naci neki izomorfi-
zam A; — " A,”, gdje je A, komutativna algebra funkcija
nedeformiranih z-eva. Medutim, mozemo na A, uvesti
nekomutativno mnozenje. Dakle, trazimo izomorfizam
algebri

F@)5(@) = f(@)* g(x) 9)



Novu algebru nazovimo A*;. Ovaj izomorfizam ovisi o
izboru baze odnosno uredenju A;. Pokusajmo definirati
*-produkt kao neka vrsta generalizirane konvolucije. Ovaj
postupak, tzv. Weyl-Wignerova transformacija, nije nov
[11]. Ovakva ista konstrukcija je prvi put uvedena pri
potpuno analognom proucavanju nekomutativnog faznog
prostora nerelativisticke kvantne mehanike, i x-produkt se
u tom kontekstu zove Groenewoldov produkt. Uvedimo
Weylov transformat

d"k
(2m)3

W) = / e F(k) (10)

gdje je f (k) obi¢éni Fourierov transformat, ako postoji.
Njen inverz je Wignerov transformat
d"™k

[

(2m)2

e kur" Try B (£)e*n " (11)

W) = [

Sad definiramo i ra¢unamo *-produkt

Frg=WW()IW(9)) (12)
(2m)2 (2m)2 (2m)=2

!PT At f(p)g(g)ettet” (13)

A" 4" it L ipea o Fioya
= T T P n)x 2 Ppdv 14
| G s AP fp)ga) (1)

iguv 0 o

= e mem B F(@)g(Y)ly—z (15)

gdje smo iskoristili BCH formulu e®»®"eitv3" —
¢! (Puta)d +i/2[pud" aviv] — Mogze se pokazati da je ovo
asocijativno mnozenje, te da ovo odgovara simetri¢cnom
uredenju, dakle z#1 - - - z#» odgovara #(#1 ... ¢#n) [12].

C. Zakretanje i deformirana Poincaréova algebra

Definiramo li lijevo djelovanje nedeformirane U (P) na
A, kao

P,> f(x) =10,f(x) (16)
Moo f(a) = i(2,0, —2,0,)f(x) (1)

vidimo da imamo samo drugacije zapisano

i

frg=moe 2" PPy (f@)@g(y))  (18)
=moF v (f(z)®g(y)) (19)

gdje smo definirali operator F~! € U(P) @ U(P) kojeg
nazivamo zakretanje (eng. twist). Sad treba naéi de-
formiranu Poincaréovu algebru, pa promotrimo njeno
djelovanje. Uzmimo neki € U(P). Tada

hp(f*g):hb(mofflb(f(@g)) (20)
=mo (AMF > (fog)  (21)
=m0 (A(h) > (f @ g)) (22)

U zadnjem redu smo napisali kako pocetan izraz mora
izgledati da ovo bude djelovanje Hopfove algebre. Vidimo
da moramo definirati novi produkt m, = m o F~! na
A, (8to smo veé napravili i time dobili A%), no i novi
koprodukt

A, =FAF! (23)

Ovime smo precizirali deformiranu algebru U (P), &ji se
koalgebarski sektor promijenio. Konzistentnost s defi-
niraju¢im relacijama odreduje kako se antipod mijenja,
dok kojedinica i algebra ostaju iste. Citatelja za detalje
opet upuéujemo na [9]. Osim toga zakretanje zadovo-
ljava odredene relacije koje osiguravaju da novo mnozenje
ostane asocijativno.
Promotrimo li sad f(z) = z*, g(x) = z", dobivamo

zt x ¥ = xta¥ + %aaﬁnaynﬁu (24)

= [z¥,2"], =¥ xa¥ — ¥ x 2P =" (25)
Dakle, nova algebra ima iste komutacijske relacije kao
pocetna. Osim toga, ovo je o¢ito izomorfizam. Koristeci
BCH formulu u varijanti

e*Be =" —AA, . [A B] (26)

nalazimo novi koalgebarski sektor

AP, =P, ®1+1®P, (27)
AM, =M, @1+1®M,,

1 «
- 59 ﬁ[(nauPI/ - naVP;L) ® Pg
+ Po ® (Mgul — npu Py (28)

Pritom smo nastavili pisati ove generatore istim simbo-
lima kao prije. Medutim, moZe se pokazati [I3] da za
simetri¢ne funkcije f7(z) = z(#1 % .- % z#) djelovanje
M#m > fx(x) izgleda potpuno isto kao nedeformirana ver-
zija, samo s novim produktima. Znaci da je “duzina”
x,x " invarijantna. MoZe se pokazati i da je sama defini-
raju¢a komutacijska relacija invarijantna. Poincaré inva-
rijantnost je dakle ocuvana, iako grupa djeluje drugacije.

D. Prema teoriji polja

Bududi da je algebarski sektor nepromijenjen, ¢estic¢ni
sadrzaj QFT na Moyalovom prostoru isti je kao na pros-
toru Minkowskog. Slobodna teorija je ista te do razlika
dolazi tek u interakcijama, jer vrijedi

/ Qi (2) 5k o) = TOW(f1) - W(fi)  (29)

dakle sve je isto za kvadrati¢ni lagranzijan. S druge
4 . .
strane, u ¢} teoriji vrh ima dodatan faktor. Promotrimo



interakciju:

Sui = [ dhagononono (30)

A [ ILd"k;
= [ d"z— L 1o(k; 31
[ ey [ oy etk (31)
eik‘l‘xu *eik‘;xu *eik‘;xu *eikfxu (32)

A [ IL;d7E;
= | d"z— L Tk 33
[ ey [ oy etk (3)
@izi ki@, 6_% Zi<j Q‘L"k’/i"k; (34)

Dakle, vrh ima dodatan oscilatorni faktor

Vi(ki, ..o k) = ][ em 20k (35)
i<j

$to znaci da se osim planarnih dijagrama javljaju i ne-
planarni dijagrami, u kojima ovisnost vrhova o internim
impulsima u petljama dovode do UV-IR mijesanja diver-
gencija teorija [I4] I5]. Treba napomenuti da unitarnost
S-matrice trazi §°* = 0, dakle da se nekomutativnost
javlja samo u “prostornom” dijelu.

Komutacijske relacije za operatore stvaranja i
ponistenja se takoder mijenja i postaje Zamolodichkov-
Faddeev algebra [16]. Cesti¢ne statistike se takoder mije-
njaju, tako da operator zamijene 7(A ® B) = B ® A sad
postaje 7, = FrF ! [I7]. To znadi da bozone na primjer
definiramo kao

1 @ Yo = T (VY1 @ 2) (36)

Konstrukcija nekomutativne bazdarne teorije bi nas
odvela predaleko, pa upuéujemo ¢itatelja na [4} 20].

IV. k-MINKOWSKI
A. Definicija

U proslom smo dijelu promotrili deformaciju algebre
koordinata i naveli posljedice na Poincaréovu algebru
koja na nju djeluje. Moguce je, medutim, poceti s de-
formacijom Poincaréove Hopfove algebre pa naéi prostor
na kojeg djeluje kovarijantno. Tako je povijesno prostor
k-Minkowskog izveden iz algebarske i koalgebarske defor-
macije Poincaréove algebre dane u Majid- Rueggovoj bazi
kao njena dualna Hopf algebra. S ovime smo se veé sreli
pri dualnom uparivanju koalgebre funkcija nad nekom
grupom sa samom tom grupom. Detalji se mogu naci u
[18, [19]. x-Minkowski se definira algebrom

[#,3Y] = — (#"a” — 2¥a") (37)
gdje je a* konstantni, bezdimenzionalni vektor koji
odreduje “smijer” deformacije, a 1/k parametar koji od-
govara Planckovoj duljini. a* se normalizira na +1 ili 0 te
se govori, ovisno o metrici, o vremenolikoj, nul ili tahion-
skoj deformaciji. k-Minkowski je primjer Lie-algebarske
deformacije prostora.

B. x-produkt i zakretanje

Analizu je mogucée napraviti analogno prethodnoj ako
opet uvedemo *-produkt i pripadno zakretanje. No ovako
dobiveni koprodukti ispadaju komplicirani i neprakticni,
pa se nelinearnom promijenom baze

P, P, = P,(P,)
MIJ«V HMI“’ :MHV(MMV7PH)7 (38)

dio deformacije moze prenijeti u algebarski sektor i do-
biti ve¢ spomenutu Majid-Rueggovu bazu ili koju drugu.
Nalazi se, medutim, da to nije cijela prica jer zakreta-
nje klasi¢ne Poincaréove algebre iz U(P) ® U(P) nece
modi dovesti do k-Minkowski prostora kao njenog modula
[21]. Umjesto toga, algebra se prosiruje na dva nadina.
S jedne strane se algebra moZe prosiriti na igl(n) s ge-
neratorima reprezentiranim s P, = 10, i Ly, = ix,0,.
Ocito je P sada podalgebra. Tzv. Abelovo zakretanje se
sad definira samo pomocu elemenata abelove podalgebre
razapete P,. S druge strane se algebra moze minimalno
prosiriti uvodenjem dilatacijskog operatora D = x#0, na
Poincaré-Weylovu algebru, sto vodi do tzv. Jordanovog
zakretanja koje sadrzi P, i D [22]. Ovo je vjerojatno bolji
nacin jer je izuzev Higgsovog sektora standardni model
zapravo Poincaré-Weyl invarijantan.

C. Konstrukcija teorije polja

Dobiti teoriju polja iz x-produkta je u ovom slucaju
teze. Naime, buduéi da su komutacijske relacije linearne
u 2, BCH formula ne zavrsava nakon kona¢no mnogo
¢lanova. Opcenito, dakle, imamo

_ d"p d"q
frg= / 2n)% 2n)%

/Pt an)e +50u )" F(p)5(q) (39)

gdje je ¢, (p, q) nelinearna funkcija p*, ¢* i strukturnih
konstanti.

Opcenito, prirodan nacin konstrukcije akcije je pomocu
koncepata iz diferencijalne algebre, koju treba poopéiti
na nekomutativni slucaj. To znaci da treba definirati
deformiranu vanjsku algebru ° = @,Q¢ i na njoj vanjsku
derivaciju d : QF — Q! vanjski produkt A : Q°* ® Q°® —
Q* i Hodgeov dual (1)* : 2 — Q"% gdje je n dimenzija
prostora. Tada bi akcija glasila za skalarno polje formalno
glasila

5= [ don o) +m*on @) (40)

gdje su sva polja, operatori i mnozenja deformirana.
Prirodna Lie-algebarska struktura ovakvih deformacija
omogucava poopcenje algebre na superalgebru u koju
uklju¢ujemo i bazi¢ne 1-forme. To je klju¢ takvog pris-
tupa. Neki od rezultata na tom tragu su modificirana



disperzijska relacija [24]

2.4

9 9,2 _ M°C w
w® —c*k* = = (1—&) (41)
kao i modicifiran Planckov zakons
FE = 1 FMW (42)

CK

sto su efekti koji bi se u principu mogli detektirati iz
CMB-a.

Opsezna diskusija o problemima ovakvog pristupa pri
na primjer ¢uvanju kovarijantnosti ovih struktura nalazi
se u [23]. Dodatna komplikacija je na primjer i nuznost
zakretanja s vrijednostima u superalgebri.

V. GENERALNE DEFORMACIJE

Predstavit ¢emo i konstrukciju opéenitijih deformacija.
Pocevsi s Heisenbergovom algebrom H danom kanonskim
komutacijskim relacijama [z,,p,] = —inu, [T, z,] =
[Py, pv] = 0, uvedimo nelinearnu promjenu baze

" o« (P 1 P
b= ae” (37) * e () 9
gdje je M = mplanck energetska skala. Ovo vodi do

deformirane Heisenbergove algebre koja ocito ukljucuje
ve¢ promatrane slucajeve:

(B, 8] = %:ﬁacﬂua ( )+ e (%) (44)
[Pus 2] = —iduy (%) , [pu,p] =0 (45)

Funkcije C,* i C\” se lako daju izraziti pomocu ¢, i
Xpu- Svi detalji ove konstrukceije nalaze se u [25], a mi ¢emo
istaknut tek nekoliko detalja. Prije svega, primjetimo da
smo sada dozvolili da komutator ovisi i o momentima.
Prostor kojeg je originalno promatrao Snyder, nazvan
njemu u cast, definira relacija

£, 8] = iM,,, (46)

§tp o¢ito mozemo iz ovog pristupa reproducirati [26].

Nastavljamo kao prije. Prvo definiramo lijevo djelova-
nje nedeformirane Heisenbergove algebre na algebru koju
razapinju z*:

f@)pg(x) = fz)g(x) (47)
pu® f(2) = [pu, f(2)] > 1 (48)

Sto odgovara reprezentaciji p,, = —i0,,. Tada se pokaze
da vrijedi ovakav oblik djelovanja deformirane algebre

§to znaci da svakoj Fourier-transformabilnoj funkciji f(x)
mozemo pridijeliti element f € H takav da f>1= f(z).

Konstrukcua Je shcna kao dosad, treba samo odabrati

= [d*u( ¢ odje je f Fourierov transformat od
f (z), a ,u(k) neka odgovarajuca mjera. Tada konstruiramo
*-produkt kao

f(@)xg(x) = (fg)>1 (50)

Nadalje imamo

eike  pigw _ iDu(k,q)at +iG(k,q) (51)

iz Cega definiramo generalizirano zbrajanje momenata
(ke q), =D,(k,q), te koprodukt Ap, =D,(p®1,1®p).
Iz ovoga se moze naci i zakretanje, no samo ¢emo jos
prokomentirati Poincaré invarijantnost teorije.

Slijedeéi [25], uvedimo nelinearnu transformaciju

PM = Eu(p),

tako da {P,, X, }, zadovoljavaju kanonske komutacijske
relacije. To znaci da moZzemo uvesti M, = X, P, —X, P,
i dobiti nedeformiranu Poincaréovu algebru. Infinitezi-
malna Lorentzova transformacija s rapiditetima w,,, sad
do prvog reda glasi

Xy =29%(p) +hu(p)  (52)

PL =P, +w,"P, (53)
Odnosno, izrazeno pomocu originalnih momenata,

P =3 (Bu(p) + wu"Balp)) (54)
= Pu + Waﬁz/j(p)aaz;l(p) = A#(w,p) (55)

gdje smo se zadrzali na prvom redu u rapiditetu. Ovo
znaci da se zbroj momenata ne transformira kao zbroj
transformiranih momenata, $to ima ozbiljne implikacije
na konzistentnost teorije! Na primjer, proces kinematicki
zabranjen u jednom sustavu moze postati dozvoljen u
drugom. Stoga se svaki moment treba transformirati
vlastitim rapiditetom

A(w7 k® q) = A(wl(kv Q)v

Za kraj, spomenimo i daljnje deformacije prostora.
Koalgebre dobivene zakretanjem nisu kokomutativne, u
smislu da

k) D A(w2(ka Q)v Q) (56)

D am ®ag) # Y ag) ®ag) (57)

odnosno, izrazeno pomocu veé definiranog nedeformiranog
flip operatora 7(A® B) = B® A, 7o A # A. Ipak,
zakretanje definira tzv. kvantnu Yang-Baxter matricu
koja kontrolira ovo odstupanje:

70A(a) = RA(a)R™! (58)

gdje je R = (7 o F)F L. Na slican na¢in bismo mogli
definirati kvazi-Hopfovu algebru koja je koasocijativna do
na konjugaciju s nekim elementom, uz njen dual koji na
slican nacin nije asocijativan, pa bismo radili fiziku na
neasocijativnim i nekomutativnim prostorima. Ovaj niz
bi se mogao nastaviti u nedogled, s kulminacijom koju
bismo mogli nazvati Hopf,, algebra u stilu A, algebri,
no autor ne zna je li ovakav objekt ve¢ konstruiran.



VI. ZAKLJUCAK

Na temelju op¢ih razmatranja, nekomutativne pros-
tore mozemo smatrati arenom za kvantnu fiziku na
Planckovoj skali. Od svake teorije kvantne gravitacije
ocekuje se odmak od standardnog prostora Minkowskog
bilo uvodenjem prosirenih objekata (teorija struna) bilo
uvodenjem nekakve diskretizacije (LQG). Ova nekomu-
tativnost je znacajna tek veoma visokim energijama, pa
se glatka geometrija javlja kao emergentna struktura. U
ovom pristupu to odgovara najobic¢nijem uzimanju limesa.
Tako se ideja nekomutativnosti prostora javila davno, te-
orija je zapravo veoma nova i puna izazova. Mi smo

htjeli pokazati samo neke osnove, posvetivsi se najjednos-
tavnijim slu¢ajevima Moyalovog i x-Minkowski prostora
na kojima smo prokomentirali izgradnju teorija polja.
Takoder, nismo pokazali skoro nista od iznimno bogate
teorije Hopfovih algebri. Ipak, nadam se da smo uspjeli
dati istodobno i dovoljno opsezan i dovoljno kratak pre-
gled nekomutativnih prostora i pristupa fizici na njima
pomocéu Hopfovih algebri.
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